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RCumC-On etudie ici la fusion a l’interieur d’une enceinte cylindrique verticale d’un materiau a change- 
ment de phase portt a la temperature de fusion. Le probleme est trait& pour un chauffage par le bas a 
temperature constante, en supposant une paroi cylindrique adiabatique et des proprietes thermo- 
dynamiques constantes. On simule numeriquement l’ecoulement thermoconvectif dans la cavite form&e 
par la phase liquide a I’aide d’une technique de generation d’un maillage adapt& a la geometric. Le nombre 
de Rayleigh critique pour I’apparition des cellules de Benard est de 2197 en se basant sur l’ipaisseur de la 
couche liquide. On passe progressivement d’un regime multicellulaire a un regime unicellulaire, durant 
lequel se forme une couche limite thermique au bas du cylindre qui tend a s’opposer au passage de la 
chaleur a travers la cavite. Le nombre de Nusselt au bas de la cavite subit durant ce temps une evolution 
marquee et fortement tributaire de la configuration cellulaire pour finir par se stabiliser a un niveau d’autant 

plus tlevt qu’on se rapproche de I’axe de symetrie. 

1. INTRODUCTION 

ON ASSISTE depuis quelques annees a une recrud- 
escence d’activite en recherche appliquee sur le pheno- 
mene du changement de phase dun materiau. Des 

besoins industriels nouveaux, qui sont apparus avec 
l’emergence des nouvelles technologies, partic- 
ulierement dans le domaine des energies deuces, ou 
encore la necessite d’adapter des techniques plus clas- 
siques aux exigences de la haute technologie, ont 
donne beaucoup de vitalite a ce sujet d’etude. On 

compte ainsi de nombreux travaux sur le changement 
de phase a I’interieur ou autour d’une enceinte cylin- 
drique chauffee par la peripherie. Parmi les etudes 
exptrimentales. mentionnons les contributions de 

Bareiss et Beer [l] pour la fusion autour d’un cylindre 
vertical isotherme, et encore celles de Sparrow et al. 

[2] pour la solidification cette fois, qui ont mis en 
evidence les effets non nbgligeables de la convection 
naturelle dans la phase liquide ou d’un refroidissement 
prealable du materiau sur l’evolution du processus. 

La fusion autour d’un cylindre isotherme horizon- 
tal a fait l’objet des travaux de Goldstein et Ramsey 
[3] puis de Sparrow et al. [4] qui ont montre que le 
changement de phase s’avere sensible encore une fois 
au refroidissement initial de la matrice solide, ainsi 
qu’aux perturbations des conditions initiales. En ce 
qui concerne les etudes a caractere numerique, on peut 
titer Wu et al. [5], Sparrow et al. [6] pour la fusion 
autour d’un cylindre vertical, de m&me que Rieger et 
ul. [7] pour la fusion autour d’un cylindre horizontal 
cette fois. 

Une tendance generate se d&gage aussi bien des 
resultats experimentaux que des resultats numeriques : 
la fusion s’accompagne toujours d’un ecoulement de 
convection naturelle dans la phase liquide, quel que 

soit le nombre de Rayleigh. Les premieres cellules 
appraissent avec la phase liquide. La raison en est que 
dans tous les problemes precedents, les conditions 
limites sont telles qu’il existe au depart un gradient de 

temperature horizontal dans la cavite form&e par le 
liquide qui initie la convection naturelle. On reconnait 

toutefois que le transfert de chaleur est tout d’abord 
domine par la conduction dans la phase liquide et 
que l’interface liquide-solide progresse uniformement 
bien que la convection soit presente. C’est le regime 
conductif initial, auquel succede rapidement un 

regime mixte air l’interface commence a se deformer. 

La convection naturelle devient ensuite le principal 
mecanisme de transfert de chaleur et des couches 

limites peuvent se former qui s’opposent au passage 
de la chaleur a travers la cavite, ce qui se traduit 

par un ralentissement de la fusion. C’est le regime 

convectif final, caracterise par une deformation pro- 

non&e de l’interface. 
Toutefois la fusion a l’interieur d’un cylindre 

vertical chauffe par le bas presente une dif- 

ference fondamentale par rapport au chauffage par 

la peripherie, en ceci qu’on observe maintenant un 
seuil critique pour l’existence de la convection, identi- 
fiable par un nombre de Rayleigh minimal en-dessous 

duquel on ne detecte aucun ecoulement dans la cavite. 
On se propose done de traiter ce cas qui constitute 

un probleme de Benard couple avec un probleme de 
changement de phase. Le probleme de Benard entre 
deux plans horizontaux, desormais classique, fait 
encore l’objet de travaux de recherche. Le nombre 
de Rayleigh critique pour l’apparition des cellules de 
Benard entre les deux plans a pu itre etabli a 1720. 
Mais le probleme de BCnard dans un milieu en change- 
ment de phase n’a recu que tres peu d’attention a ce 

2275 



2216 M. PKUD’HOMME tv ul. 

11” 

1’ 

C. D 

ii 

NU 

P 

p. P 

Pr 
I’ 

R 

RN 

Ra, 

f 

T 

u 

u ‘, 1. 

NOMENCLATURE 

composantes du tenseur mCtrique 
contravariant (0” = cf +plt : 
u I2 = ;,t,+iy,q,; LIZ2 = g+q;) 
chalcur massique [J kg ’ K ‘1 
coefficient et terme source de I’kquation 

aux difftrenccs finics 
fonction scalaire 
acct%ration de la graviti: [m s ‘1 
jacobien, .Y_ ~7,~ -,r;.~,, 
conductiviti: thermique [J s- ’ mm ’ Km ‘1 
chaleur latcnte de fusion [J kg- ‘1 
direction normale B l’interface liquide- 

solide 
vecteur unitaire selon la normale, 

(H,.%) 
nombre de Nusselt local 

pression dynamique [Pa] 
termes source pour la transformation 
de coordonnCes 
nombre de Prandtl, v/x 
coordonni-e [m] 

position de l’interface liquide-solide 

nombre de Rayleigh, /3(Tw - T,)rig/vol 
nombre de Rayleigh interne, 
/Q r, - T,)6 lg/vr 

temps [s] 
tempkrature [ C] 
vecteur vitesse, (u, L,) [m s ‘1 
composantes du vecteur vitesse 

contravariant 

.x, I’ coordonntes adimensionnellcs 
z coordonnCe [ml. 

Symboles grecs 

; 

diffusivitt! thermique [mz s- ‘1 

coefficient de dilatation volumique 

[K ‘I 
6 kpaisseur de la couche liquide [m] 
6 nombre de Stefan, c( T, - T,):/ 

‘I coordonn6e transform&e 
0 tempkrature adimensionnellc 
v viscositk cinkmatique [m’s ‘1 

r coordonnke transform&c 

P masse volumique [kg m ‘1 

;.q 

temps adimensionncl 

paramktres 

i fonction courant [m’s_ ‘1 

(1) vorticitk [s ‘1. 

Indices et exposants 
f valeur li l’interface liquide-solidc 

i. i entiers 

W valeur d la paroi 
* valeur li IX&ration pr&cidente. 

Autres symboles 

V gradient 
V* divergence 

V’ laplacien plan ou axisymitrique 
Q? laplacicn axisymttriquc transform&. 

jour. Tien et Yen [S] ont ktudii, la fusion par le bas 
d’un solide de dimension infinie. IIs ont pu determiner 

un seuil critique j Ra = 1720 i partir d’une analyse 
de stabilitC unidimcnsionnelle. ce qui implique que la 
fusion n’affecte pas le seuil, g tout le moins dans ce 
cas p&is. Les donnkes exp6rimentales de Boger ct 
Westwater [9] sur la convection et le changement de 
phase enlre deux plans parall6les horizontaux sont 
vcnus corroborer l’analyse de Tien et Yen. On a pu 
constater que I’instabilitk se manifeste pour des nom- 
bres de Rayleigh supkrieurs ;I 1700 et que I’&coulement 
SC met g osciller lorsque Ra exdde IO’. 

Yen [IO] a effectut‘ des mesures sur la fonte de la 
glace par le bas. Pour le systZme eau-glace, le nombre 
de Rayleigh critique n’est pas unique comme pour un 
fluide ordinaire, mais di-pend de la tempkrature de 
chauffdge B cause du ph&om&ne d’inversion de den- 
siti: de I’eau i 4 C. Seki c’t ul. [l l] ont obtenu des 
rCsultats similaires pour la fonte par le haut cette fois. 
Sparrow ct al. [I21 ont kgalement pro&d6 li une 
analyse de stabiliti: linkaire de I’Ccoulement durant la 
fusion entre deux plans, pour un fluide ordinaire avec 
chauffage par le bas, mais pour un coefficient de trans- 
fcrt de chaleur impost-. IIs ont conclu que le seuil cri- 

i 

tique dkpend largement du nombre de Biot du prob- 
l&me. Pour les grands nombres de Biot, le nombre 

de Rayleigh critique tend vers 1720 comme pour un 
chauffage A une tempttrature uniformc. 

Le probEme qui nous concerne ici exige la solution 
simultanCe des kquation couplkes de Navier-Stokes. 
de I’Cnergie et de la propagation de I’interface liquide- 
solide. Or, ni la position ni mime la forme dc ce 
dernier lorsqu’on d&passe le seuil critique nc sont con- 
nus i priori. Aussi la plupart des solutions numkriques 
des problkmes de fusion ou solidification font-elles 
appel B des techniques d’immobilisation de I’interface 
pour simuler les Quations. On retiendra ici la pro- 
cidure de g&&ration num6rique d’un maillage adapt6 
i la gComCtrie du problkme employ&e avec SUCC~S par 
Wu et al. pour simulcr la fusion autour d’un cylindre 
vertical. La technique en question permet de bien con- 
trdler le maillage g&r& dans le plan physique tout cn 
gardant un maillage rcctangulaire uniforme dans Ic 
plan transform&. 

On se propose done dans le cadre de cette Ctudc 
d’appliquer la mCthode de g&n&ration de maillage au 
probEme repr&sent& & la Fig. I. Une enceinte cylin- 
drique circulaire verticale de rayon Y,, dent la paroi 
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FIG. I. Gtomktrie et systtme de coordonnkes 

est adiabatique contient un materiau solide a la tem- 

perature de fusion. La fusion debute a I’instant t = 0 
alors qu’on pork Ic bas du cylindre a une temperature 
constante T, au-dessus du point de fusion T,- du 
materiau en question. 

2. FORMULATION DU PROBLfiME 

Le domaine de I’ecoulement est represente 

schematiquement a la Fig. 1. Pour les besoins de I’ana- 
lyse, on suppose que la phase liquide est un fluide 
incompressible, dc proprietes thermodynamiques 
constantes et qui satisfait aux conditions de l’ap- 
proximation de Boussinesq. Si on neglige I’khauffe- 
ment visqueux, le systeme d’equations a resoudre pour 
determiner I’ecoulement se ram&e a 

v*u=o (1) 

u,+(u*V)u = - VP 
PI 

+vV*u+g 
( > 
; -1 (2) 

T,+(U’V)T= XV’T. (3) 

On peut faire ici I’approximation lineaire habituelle 

P 
-- = I -jl(T- Tf) 

PI 

qu’on Porte ensuite dans (2) afin d’ehminer p. Les 
conditions limites a verifier sur les frontieres du 
domaine sont le glisscment nul pour le champ de 
vitesse et 

T,=O; Y = r. (54 

T= T,.; z = q(r) (5b) 

T=T,,; z=O (5c) 

pour le champ de temperature. Pour ces conditions, 
le probleme possede une symetrie axiale et l’kou- 
lement est bidimensionnel. On peut alors ramener le 
systeme (l)-(3) a un systeme d’equations scalaires. I1 
suffit pour cela d’eliminer le gradient de pression en 
prenant le rotationnel de (2), pour obtenir a I’aide de 

(1) une equation de transport pour la vorticite w 

w,+(u.V)w- y = ” (6) 

oti par definition 

w = c,-u,. (7) 

Les composantes du vecteur vitesse et la vorticite 
elle-mCme peuvent s’exprimer en termes d’une fonc- 

tion de courant $ au moyen de 

1 
Ll=-*; 

r (84 

1)= -!*r 
r (8b) 

2 
V’* = mm*r-rvw 

r 
(SC) 

de sorte que I’equation (1) est toujours automatique- 
ment verifiee. II est cependant preferable de traiter le 
probleme sous forme adimensionnelle en definissant 
de nouvelles variables a cet effet, soit 

(x, .tt)’ = (r, -)/rO. (u, r)’ = (24, z,)rJr, ? = Eat/r: 

w’ = r&/x, $’ = $/ar,, 0 = (T- T,)/(Tw - T,-). 

(9) 

Les equations (3), (6) et (SC) retransformees s’ecri- 
vent, en omettant dot&avant les symboles primes afin 
d’alleger la notation 

EO,+ut),+Ue,. = v2u (10) 

ED,+UW,+LW-F= Pr V’W-,~~ +PrRafl, 
( > 

(11) 

2 
vz* = -*~-X0. (12) .Y 

L’equation (11) met bien en evidence le role du 
gradient de temperature horizontal dans l’activation 
du mecanisme de la convection naturelle. Ce gradient 
a pour effet d’initier I’ecoulement en creant un desk- 

quilibre mecanique dans la masse de fluide initial- 
ement au repos. Sans la presence du terme source 
proportionnel a Pr Ra, la vorticite demeurerait nulle 

tout au long du processus de fusion et il n’y await pas 
de convection. 

Ni la position ni la forme de l’interface liquid*solide 

ne sont connues a priori. Neanmoins leur evolution 

obeit a une relation simple bake sur un bilan d’energie 
thermique a I’interface. En supposant qu’il n’y a pas 
de variation de la masse volumique du materiau lors 
du changement de phase, le bilan en question donne 

plR, = -kT,$ (13) 

pour la vitesse de deplacement locale de I’interface. 
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Sous forme adimensionnelle cette relation peut se 
dicomposer en 

.Y; = - 11,,U, (14a) 

J‘i = - o,,n I (14b) 

qu’il suffit d’intkgrer par rapport au temps pour d&r- 
miner la position et la configuration dc I’interface Li 
un moment don& 

3. MtTHODE DE SOLUTION 

La simulation numkrique de I’kcoulement fait appel 
d unc technique de ginkation d’un maillage adapt& Li 
la gComCtric du probEme, bask sur la mkthode g&r- 
ale de transformation de coordonntks dc Thompson et 
al. [ 131 qui permet de bicn contr6ler la r&partition des 
noeuds dans le domaine de calcui ct d’obtenir 
un maillage orthogonal aux frontikres. La trans- 
formation s’effectue via la solution nLlrn~rique de deux 

equations de type elliptique. En outre, comme la 
r&partition des noeuds doit suivre la d&formation pro- 
gressive du domaine de l’koutement, un nouveau 
maillage est g&&k i chaquc pas de calcul dans le 
tcmps. 

La mkthode repose sur I’idCc quc Its coordonnkes 
d’un point dans Ic plan (<.q) sont reliks d ses co- 
ordonnites images dans Ic plan (.Y, _I:) par dcs kquations 
de Poisson 

oti P et Q sont des termes sources visant ri controller 

l’espacement des noeuds du maillagc. Ces Equations 
peuvcnt kgalemcnt s’exprimer en utilisant t et tt 

comme variables indkpendantes. Les rkgles habituelles 
de transformation dcs dkrivkes permettent de passer 
d’un syskme de coordonnkes ri I’autre, mais on pcut 
se simplifier considkrablemcnt la &he en utilisant 
quclqucs tkwltats du calcul tcnsoricl qui sent valablcs 
dans n’importe quel syskme. Ainsi, pour une fonction 
scataire ,f; le laplacien dans Ic plan est do& par 

+ )L(Ju”),+(Jii’.),,l!L 

i- :li~~“ti+i~~“),16. (Ih) 

Dans lecas qui nous occupe, f’= < ou 4 ct l’6quation 

i 15) transform&e se ram&e i 

(Jtr”).+(./Ll’!),i = JP (173) 

(Jr”), $ ( .Ju~‘)~/ = JQ. ( I7b) 

En dkveloppant les expressions ci-dessus, on obtient 

aprks quelques manipulations simplcs Ic systi-mc 

= (-PC,-Q(7,J -1, (18) i) 
dont la solution donne Its coordonnkes images (.I~,, .I‘,,) 
d’un noeud (<,,v,) pour les conditions limites spki- 

fiCes au prkalabie sur lc contour du rectangle de la 
Fig. 2. Ces conditions nc sont rien d’autrc quc Its 

coordonnkes de points quclconqucs sur la fronti&rc 
dans le plan (.u, 13 qu’on assigne comme images aux 
noeuds situ& sur le contour du rectangle. 

Pour un domaine simplement connexe, il est pos- 

sible d’avoir recours A une simplification proposke par 
Thomas et Middlecoff [14] qui permet d’obtenir un 

mailiage orthogonal aux frontikes sans trop de 
difficulty. On dCfmit pour cela deux pa~~m~tres 4 ct 
y, auxquels on assigne unc vafcur 6 I’inttrieur du rect- 

angle, tei qu’indiqut? par Wu t’r I//. [.5], i partir dc la 
distribution dcs nocuds aux Frontikcs, qui cst choisic 
i priori. 

On pose alors 

(1% 

Q I= c/1(4. y)8 (20) 

qu’on Porte dans i’kquation ( 18) pour obtenir 

FIG. 2. Transformation des coordonntes 
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Ce dernier peut ensuite etre resolu par differences 
finies pour generer le maillage curviligne non-ortho- 
gonal (sauf aux frontieres) du plan (s, _r) a partir du 
maillage rectangulaire uniforme du plan (5, n). 

3.2. Transfbrmation des Pquations 

La transformation a pour et&t d’immobiliser I’in- 
terface a Q = I dans le nouveau systeme de coor- 
don&es, ce qui permet de traiter le probleme dans 

le domaine fixe 0 < < < 1, 0 < 4 < 1 tout au long du 
processus de fusion. Le passage du systime (x, _r) au 

systeme (5,~) s‘effectue en posant x = .u(;,n, T) et 
JJ = ~(5, v, t) dans les equations (IO)-( 12). On etablit 
ainsi la regle de correspondance 

.f,(K 1’3 7) = .r,r, +.@I, (22) 

f’.(r 1’ r) =j;5, t-J& .i -3.1 (23) 

.A(.? J’, r) = .A +A& i-.Q?T (24) 

pour les d&iv&es premieres dune fonction scalaire f 
oti les membres de droite sont don&s en fonction des 
nouveltes variables (;, q, z). Mentionnons au passage 
que I’approximation quasi-stationnaire faite par [6] et 
qui consiste a negiiger les deux derniers termes du 
membre de droite de (24) ne prete pas beaucoup a 
consequence pour de faibles nombres de Stefan, 
comme on a pu le verifier [5]. 

Pour les termes d’advection, les regles du calcul 
tensoriel ttablissent quc 

(II * V)f = iJ ‘.f, + vf;,. (25) 

Les composantes U’. C’” du vecteur vitesse con- 
travariant dans le systeme (/j, 9) sont donnees par 

U’ = u<<+i-r<, (26) 

iJ’ = uy,+l?yl.. (27) 

Pour les termes de diffusion, on remarque que le 
laplacien axisymetrique qui apparait dans les Cqua- 
tions (IO)-( 12) ne differe du laplacien plan des equa- 
tions (15a) et (15b) que par la presence d’une d&iv&e 
premiere en X. Compte tenu des equations (I 6), (17), 
(19), (20) et (22) on obtient pour le laplacien du 
probleme axisymetrique, en changeant de symbole 
afin d’eviter toute confusion avec le cas plan 

Les relations ci-dessus permettent de reformuler 
sans peine le systeme original (1 O)--( 12) en termes des 
nouvelles variables, ce qui donne finalement 

06 

(33a) 

On voit que le nombre de Stefan n’apparait que 

devant les d&iv&es par rapport au temps. Par conse- 
quent, la solution du probleme dans la cavite est a 
chaque instant la solution permanente dans une cavitt 
fixe identique, pourvu que le nombre de Stefan soit 
su~samment petit. 

Pour ce qui est des conditions hmites, la trans- 
formation s’effectue de facon identique. Compte tenu 
de la symetrie axiale du probleme, la fonction courant 
doit verifier la condition 

Il/=o; [=O,l, T/=0,1. (34) 

La condition de glissement nul aux parois entraine 

que ll/< = II/,, = 0 localement, ce qui permet de deduire 
de I’equation (31) les conditions limitcs 

(35a) 

(35b) 

pour la vorticite. Les conditions (5a)-(Sc) deviennent, 
compte tenu de I’orthogonalite locale du systeme de 
coordonnies 

o,=o; 5=0,1 

0=0; v=A 

o=i; q=o. 

On a egalement que 

w=o; q=o 

a cause de la symetrie de l’ecoulement. 
a transformer tes equations (14a) 
deviennent 

(36a) 

(3ob) 

(36~) 

(37) 

II reste encore 
et (14b) qui 

XT = -0,,1, (3ga) 

J: = -8,& (38b) 

L’integration de (38a) et (38b) permet en principe 



tic d&crmincr ta position cl la forme de l’interface 
liquidc solidc ct I’instant S+AT a partir de la position 

dcs nocuds a l’instant 5. Ccpendant Its noeuds ont 
tcndance avec le temps soit i convergcr vers un point. 
soit cncorc ;I dilergcr. II faut alors prochdcr i unc 
redistribution locale dcs noeuds le long dc I’interface 

avant dc g&&cl- un nouveau maillagc. La rcdis- 
tribution, basCe sur une interpolation par splines 

cubiqucs, permct alors d’Cvitcr unc trop grande dis- 
tortion et assure une meilleurc r&partition des nocuds. 

La simulation numi-riquc dc i’L:coulcment est b&e 
sur la solution par diff.renccs finies du systcme 
d’~quatiolts t~~nsform~~s dans le plan (5. I?). Le travail 
de dis~r~tisatjon est simpiifiC au maximum par I’uni- 

formit du maiilage de la Fig. 2. Lc systime d’i-qua- 
lions i rksoudre cst disc&is& dc tnaniirc implicite 
dans le tetnps selon le schkma dcs difftrcnces arribre 

du prcmicr ordrc. Les tcrmes d’advcction des Cqua- 
tions (29) pour la vorticiti ct (30) pour la Lempi.rature 
son1 disc&is&, cux. selon un schCma upwind du 
second ordrc dans le but d’assurcr la stabilitt- 
numb-rique des calculs. Tom les autrcs termcs du 
systZme impfiyuant dcs d&iv&s sent disc&is&s selon 
Ic schema classiyue dcs difl‘ircnccs centrales pour un 
niaillagc uniforl~e. 

On obtient ainsi un syst@me d’kquations aux diffkr- 
ences tinies 1 ri-soudrc sur ordinateur. Chaque &qua- 
tion du systhme peut, si on regroupc les tertnes, disons 

d ,j constant, se mcttre sous formc pentadiagonale cn 
i. On a done pour unevariable,/‘quclconquc Ic systemc 

(Cf‘), ?,, + (CY’), I./ +(cl’),, 

+ (C‘f ),+ l., -i- (Cf.), , 3.1 = D,, (39) 

i rCsoudre pour Its valeurs nodales ,f;, dc la variable. 
oil on a pr&alablement rassemble dans le tcrme source 
n,, tousles tcrmes faisant intervenir lcs autrcs noeuds. 
L’a~gorithme dc solution retenu pour rksoudrc le 
systZmc est basi: sur l’approche quasi-statiyue qui con- 
siste i sotutionner ensemble les Cquations pour tr). 0, $ 
I chaque pas de calcul dans le temps, puis i calculer 
seulement ensuite la nouvellc position de I’interface. 

On g&n&rc ainsi i chaquc fois un nouveau maillage et 
celui-ci est gardi- cn mimoire pour calculer les termcs 

i;z et pjz g l’&ape suivanle. 
On dkbutc les calculs ;i t = 0 avcc un champ nul 

pour toutes Its variables li I’exccption dc ll,{ qui vaut 
1 & q = 0 CL 0 aillcurs. On effectue lcs CdkUk dans 
l’ordrc qui suit : 

(1) G~n~~dtioll 1~LIrn~rique du maillage adapti. 
(2) Calcul des coefficients u” et de tl,, <,, !I). :,, 

J. g,, 4,. 
(3) Solution de I’Cquation de la vorticitt: (II~,. 
(4) Solution de 1’6quation dc la fonction de cour- 

ant lb,,, 
(5) Calcul des composantes du champ de vitesse 

r.:,: ct c:;,. 
(6) Solution de I’Cquation de la tcmpt‘rature O,,. 

(7) V~ritic~~tion de la convergence des kquations 
d’ap& le crittire 

.c, -.f? I I .f’Z 
<IO’ 

(8) Si le critZrc n’cst pas satisfait, retour ii I’Ctape 
3. en changcant la direction du balayage : tantbt scion 
i, tant6t scion ,i. elc. 

(9) Stockagc cn m6moirc des champs .x. J’, (11, 0. 
(10) Calcul dc la nouvelle position de I’intcrfacc ct 

redistribution des nocuds. 

(I I) Retour i l’t;tapc 1 pour Ic prochain pas de 
calcul dans le temps. 

Les calculs ont 6t6 cfTecectu& pour un maillagc de 21 
noeuds selon < par 3 1 noeuds selon g sur un ordinateur 
IBM 4831. Pour un cas typique. le pas de cnlcul AT 
&it de 0,001. II faut alors comptcr dc 40 ii 4S itCr- 

ations par 6tape en moycnne pour obtcnir unc solu- 
tion convcrgL:c. Lc tcmps de culcul est dc 2000 
sccondcs de CPU environ pour 280 pas de calcul clans 

le tcmps. 

4. RESULTATS 

Du tl~o~lent qu’un matitriau SC trouvc initialenlcnt 
d la tcmpCrature de fusion, commc c’est Ic cas ici. il 
ne pcut y avoir de conduction de chaleur dans la phase 

solide lorsyue la fusion dkbute. L’analyse subsbyuente 
peut par consCqucnt SC limiter li la seule phase liyuidc. 

qui appardit instantankment $ z = 0. alors qu’on portc 
la fact infkrieure du cylindrc li la tempbrature 0 = I, 

Pour les bcsoins de ccttc btude. on introduit Ic 
nombre de Rayleigh internc 

bask sur 1’6paisseur ii de la couchc liquide. afin d’&t- 
ablir le seuil critique pour I‘apparition de la con- 
vection d’aprks les mkmes kchelles que dans Ic cas du 
probEme de Bknard classiquc. II cxiste par ailleurs 
entrc les deux nombres dc Raylcigh la relation dc 

proportionnalit6 

(41) 

bdske sur le rapport de forme instantan 6/r,, dc la 
cavite form& par l’a~cumulation de liquide au has du 
cylindre. 

Commc on I’a d&ji nicntionn~~ lcs r&sultats ant& 
rieurs des travaux de Wu CI ul. [5], Sparrow 1’1 (11. 
[6], ainsi quc Riegcr (‘I (11. [7] sur des probltmcs de 
changemcnt de phase similaircs ant dCmontrL; quo Its 
grands paramktrcs de 1’6coulement et du transfert dc 
chaleur sont d toute fin utile indipendants des nom- 
bres de Stefan et de Prandtl, pourvu que I: < 0.15 et 
quc Pr > 7. Par conskquent. les rtsultats prkicnti-s 
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Ra=106 Ste=O.l 7=0.005 

FIG. 3. Isothermes et lignes de courant : Ra = lo", c = 0. I. 
r = 0.005. 

dans cette section ont tous Cte calcules pour E = 0,l et 
Pr = 7. 

Au d&but, lorsqu’apparait la phase liquide, le trans- 

fert de chaleur a travers la cavite se fait par conduction 
uniquement. Le flux de chaleur est uniforme et I’inter- 
face liquide-solide demeure droite et parallele au bas 
du cylindre. Les isothermes sont egalement des hgnes 
droites, comme on peut le verifier sur la Fig. 3. On ne 

detecte aucun Ccoulement dans la cavite remplie de 

liquide, hormis un tres faible rtsidu de I’ordre de IO- ’ 
sans signification physique, imputable a la precision 
finie des operations arithmetiques effectuees sur I’or- 
dinateur. Les couches de fluide adjacentes a I’inter- 
face, plus froides et plus denses, se trouvent situees 
au-dessus des couches plus chaudes et plus leg&es 

du bas de la cavite. II s’agit la d’une stratification 
potentiellement instable. ce qui represente l’essentiel 
du probleme classique de Benard. Dans un premier 
temps, tant que le gradient de temperature dans la 
cavite demeure purement vertical, le terme source de 
I’equation (11) est nul et il n’y a pas d’ecoulement. 

Ra=106 Ste=O.l 7=0.007 

FE. 4. Isothermes et lignes de courant: Ra = IO'. E = 0.1, 
T = 0.007. 

Interface 

interface 

Ra=106 Ste=O.l 7=0.01 

FE. 5. lsothermes et lignes de courant : Ru = IO", c = 0,I. 
t = 0,010. 

Toutefois, a mesure que I’interface progresse, le 

nombre de Rayleigh interne augmente avec I’epaisseur 
de la couche liquide. La stratification devient instable 
lorsque Ra, atteint le seuil critique pour le regime 

de conduction pure sans ecoulement, de sorte que la 
moindre perturbation mecanique ou thermique 
s’amplifie et initie la convection en rompant l’equilibre 

thermique horizontal. Le bruit de fond numerique 
mention& plus haut suffit alors a declencher I’ecoul- 
ement et les premieres cellules apparaissent, comme 
on peut le voir sur la Fig. 4. On constate que I’&- 

oulement a pour effet de d&former les isothermes, mais 
I’interfxe demeure droite encore un moment, avant 

de commencer a se deformer lui aussi sous I’effet de 
la non uniformitt du flux thermique consecutive a 
I’apparition des cellules. Les calculs, effect& pour 
un nombre de Rayleigh Ru = 106, indiquent que I’in- 

Interface 

Interface 

Ra=106 Ste=O.l 7=0.015 

Fro. 6. lsothermes et lignes de courant : Ra = IO', I: = 0.1, 
T = 0,015. 
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lntefface 

! / 

a 7=0.020 

interface 

Interface 

c 7-0.030 

Interface 

interface 

b 7=0.025 

Interface 

tnterface 
/ 

d 7=0.035 

FIG. 7. lsothermes et l&es de courant : Rrt = IO”. t: = 0.1 

stabilitb se produit pour LIII rapport de forme de cavitk 

6/r,, de 0.13, ce qui correspond 2 un nombrc de 
Rayleigh interne de 2 197. 

La Fig. 5 montre un d&but de distortion de I’in- 
terrace au temps T = 0.01. On dknombre dans la cavil6 
7 ccllules de BCnard dont le sens de rotation alternc de 
I’une ri I’autrc. On remarque que la fusion se produit Ic 
plus rapidement I$ oti l’i-coulemcnt vertical du bas 
vers le haut de la cavitt est le plus intense. Ceci est dG 
au fait que la rotation des cellules de convection force 
le fluide li absorber dc la chaleur en longeant le bas 

de l’cnceinte avant de remonter pour la ceder cnsuitc 
i l’interface. Cette circulation favorisant le transfert 
de chaleur fait que la fusion s’acctltre et l’interface 
devient localement convexe. Inversement, un segment 
concave de I’interface dklimite une rkgion de la cavitk 
oti I’kcoulement ralentit la fusion en forqant le fluide 
froid A redescendre ; ceci diminue le gradient de tem- 
pkrature ri l’interface et rbduit d’autant la vitesse de 
propagation de ce dcrnier. 

La cellule adjaccnte B I’axe .Y = 0 prksentc les plus 
faibles vitesses d’koulement, car les contraintes de 
symktrie du probEme font en sorte que la vitesse 
radiale du fluide doit Ztre nulle sur I’axe en question. 
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Interface 
Interface 

I i 

interface 

e ~-0.040 

Interface 

g 7=0.060 

FIG. 7. (Conrinued.) 

Par ailleurs, g mesure que le temps passe, les autres 
cellules de l’koulement gagnent en intensitk et occu- 
pent un espace relatif de la cavitC de plus en plus 
important au dktriment de la cellule de gauche, jusqu’g 
l’kliminer complgtement, comme on peut le voir sur 

la Fig. 6 pour z = 0,015 od le nombre de cellules est 
passi: de 7 g 6. Qui plus est, la premitre cellule de 
gauche sur la Fig. 6 indique un sens de rotation con- 
traire ti celui de la Fig. 5, ce qui montre bien la faGon 
dont les cellules se dkplacent vers l’axe de symirtrie g 
mesure que I’Ccoulement se dkveloppe. Ce processus 
de disparition des cellules plus faibles au profit des 
cellules plus intenses se poursuit jusqu’d ce qu’il ne 

reste plus qu’une seule cellule. Ainsi, g la Fig. 7, on 
passe d’un Ccoulement quadricellulaire g T = 0.02 B 
un koulement unicellulaire d z = 0,06. Le d%ilement 
des cellules le long de la caviti: vers I’axe de symtttrie, 
favorisant pour un observateur fixe le transfert de 
chaleur tan& vers le haut, tant8t vers le bas, fait que 
la distortion de I’interface tend B s’amenuiser durant 
un certain temps k partir de 7 = 0,02, pour reprendre 
de plus belle lorsqu’on en arrive B un regime essen- 
tiellement unicellulaire B partir de 7 = 0,05. Ce dernier 
est caractCrisC par la prksence d’une mince couche 
limite thermique au bas de la caviti et qui tend $ 
s’opposer au passage de la chaleur vers l’interface, ri 



FIG. 8. Nombre de Nusselt local: Ru = IO", c. = 0.1 

I’instar de ce qu’on a pu observer [5,6] dans d’autres 
situations oli il n’y a pas de seuil critique. On remarque 
sur la Fig. 7 que la fusion se fait dks lors plus 
rapidement au voisinage dc la paroi verticale de 

l’enceinte, 18 oti prkciskment la couche limite est 
moins visible. 

Le nombre de Nusselt local au bas du cylindre subit 
naturellement une kvolution importante durant cc 
temps, rcprCsentCe j la Fig. 8. En rCgime conductif, Ic 
nombre de Nusselt est uniformc i la grandeur de 
l’interfacc et dkcroit rapidement. Cc comportement 

est typique de tous les problkmes de changement de 
phase domints par la conduction, tel que rapport& par 

[5,6]. La transition abrupte du rkgime conductif au 
rkgime convectif lorsqu’on atteint le seuil critique est 
nettement visible sur le graphiquc. 

L’Cvolution dans le temps du nombre de Nusselt 
local reflite fidelement celle de l’kcoulcment. Le nom- 

bre augmentc ou diminue selon que la direction dc 
I’kcoulement en un point favorise ou non le transfert 

de chaleur au bas du cylindre. La Fig. 9 reprt-sente 
I’kvolution en fonction du temps du nombre de Nus- 
selt pour certaincs valeurs du rayon. Les courbes 
dkroissent de faGon monotone en rkgime conductif. 
A .Y = I, la dkcroissance dcmeure kgalement mono- 
tone ou presque en rCgime convectif. Mais lorsque le 
seuil critique est atteint, pour T = 0.007 environ, des 

FIG. 9. Nombre de Nusselt en fonction du temps: Rrr = IO', 
i: = 0.1. 

so- - x=00 

_____ x=o2 

x=o.4 

so- --- XC06 

-..-.-- x=1 0 

40- 

Nu 
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n 

FIG. 10. Nombrede Nusselt en fonctlon du rayon : Rrr = IO". 
t: = 0,I. 

oscillations se manifestent ailleurs cn raison du 

dkfilement des Cellules de Bknard. A mesure que I’on 
se rapproche de I’axe de symktrie, la frkquence et 

l’amplitude des oscillations augmentent. Pour les 
grandes valeurs de t, les oscillations s’estompent. cc 
qui correspond au rCgime unicellulaire stable. On 
remarque alors que le NU local se stabilise d un niveau 

d’autant plus klevk qu’on se rapprochc de I’axc dc 
symktrie d cause de la prksence de la couchc limite, 
tandis qu’on assiste au phtnomkne inverse au vois- 

inage de la paroi verticalc. 
La Fig. IO confirme quc Ic protil radial du nombre 

de Nusselt i un instant donnC est ktroitement relik B 
la configuration cellulairc dans la cavitk. Ainsi, les 
minima et maxima de Nu coincident de trk prPs au 
d&but avec les zones d’kcoulement vers le haut et vers 
ie bas les plus intenses, respectivement. La con- 
cordance devient moins nette toutefois ii mesure que 

se forme la couche limite thcrmique, qui cxcrce une 
influence de plus en plus dkterminante sur le transfert 
de chaleur pendant que s’installe le rkgime uniccllu- 

lairc. 
Sur la Fig. I I, le nombre de Nusselt moyen au bas 

de la cavitk permet d’apprkier I’iivolution du transfert 

de chaleur de faGon globale cette fois. La transition 
lorsqu’on attcint le nombre de Rayleigh critique est 
trks apparente. On distingue aussi clairement le 

FIG. 11. Nombre de Nusselt moyen en fonction du temps : 
Ru = IOh, I: = 0,l. 
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maximuin relatif durant le rkgime muIticellulaire alors 
que la couche limite the~ique n’exerce pas encore 

d’influence si~nifi~ative sur le transfert de chaleur, 
puis la stabilisation en rigime unicellulaire g partir de 

t = 0,045 environ i mesure que se forme la couche 
limite thermique, qui exerce une influence de plus en 
plus dkterminante sur le transfert de chaleur pendant 
quc s’installe le rCgimc unicellulaire. 

5. CONCLUSIONS 6. 

La technique de g&ration de mail&e retenue 
pour traiter ce probleme s’est &Cltte pleinement satis- 
faisante. Lc nombre de Rayleigh critique pour I’appar- 
ition des cellules de Binard a pu Ctre etabli 2 2197 en 

se basant sur I’kpaisseur de la couche liquide, ce qui 
correspond ri un rapport de forme de la cavitk de 0,13. 
On passe en convection d’un r(tgime multicellulaire g 
un rkgime unicellulaire au tours duqucl se forme une 
couche limite thermique au bas de la cavitk, qui 
s’oppose au passage de la chaleur vers I’interface et 

fait en sorte que le nombre de Nusselt local finit par 
se stabiliser aprks avoir subi une bvofution marquke 

durant la pkriode de transition. 

7. 

8. 

9. 

10. 

II. 

12. 

13. 

14. 

RL~~lr~~ic,~ti~~~r,u-Ce travail a b&&i& des subventions de 
recherche du conseil de recherches en sciences naturelles et 
en g&nic du Canada CRSNG-A4982 et CRSNG-A626. 
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NUMERICAL SIMULATION OF MELTING INSIDE AN ADIABATIC CYLlNDER 
HEATED FROM BELOW 

Abstract-Melting within a vertical cylindrical enclosure heated at constant temperature from below is 
being studied numerically. The problem is examined for a phase change material of constant thermal 
properties initially at the fusion temperature, assuming adiabatic conditions at the vertical wall. Governing 
equations for the convective flow in the melt are solved using computer-generated, body-fitted curvilinear 
coordinates. The critical Rayleigh number for the onset of convection is 2197 based on the melt layer 
thickness. The initial multicellular convective flow pattern is ultimately replaced by single Btnard cell. 
During this transition, the Nusselt number at the bottom wall exhibits strong local variations, closely 
related to the evolution of the cell pattern. In the end, a thermal boundary layer is formed at the bottom 

of the cavity, which results in a monotonic decrease of the Nusselt number in the radial direction, 
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NUMERISCHE SIMULATION VON SCHMELZVORGANGEN IN EINEM ADIABATEN, 
VON UNTEN BEHEIZTEN ZYLINDER 

Zusammenfassung-Das Schmelzen in einem senkrechten zylindrischen, bei konstanter Temperatur von 
unten beheizten Hohlraum wird numerisch untersucht. Das Problem wird fiir em Phasenwechselmaterial 
mit konstanten therm&hen Eigenschaften bei der Schmelztemperatur betrachtet, wobei an der scnkrechten 
Wand adiabate Bedingungen angenommen werden. Die grundlegenden Gleichungen fur die Kon- 
vektionsstr~mung in der Schmelze werden unter Verwendung eines kiirperangepagten, von einem Com- 
puter erzeugten Koordinatensystems gelost. Die kritische Rayleigh-~dhl fiir das Einsetzen der Konvektion 
(gebildet mit der ~hmelz~hichtdicke) betrggt 2197. Die urspr~ngliche, mehrzellige Konvektionsstr6mung 
geht in eine einzige Benard-Zelle iiber. Wlhrend dieses fjbergangs zeigt die Nusselt-Zahl im unteren TeiI 
der Wand starke Iokale Schwankungen, die eng mit der Entwicklung des Zellmusters zusammenh~ngen. 
SchlieBlich bildet sich eine thermische Grenzschicht am Boden des Hohlraums, woraus sich eine monotone 

Abnahme der Nusselt-Zahl in radialer Richtung ergibt. 

YMCJIEHHOE MOJJEJIMPOBAHHE HJIABJIEHMR B HAI-PEBAEMOM CHH3Y 
AAMABATFIECKOM HkiJIHHflPE 

hlIOTaQmF--%iCneHHO tiCCJleQ’t?TCR IlpOIJeCC ILIlaBneHElX B BepTHKaJrbHOii UUJINHfIpkiWCKOii IIOnOCTB, 

tiarpesaehsoii Cxssy npa noc~on~~oZI TeMneparype; 3anaua paccMa-rpaeaercx J3,rrn Marepaana c noc- 
TORHEWMH TenJfOBbIMN CBOiiCTBaM~, KOTOpbiir Z@‘ZTepneBZET Qfa30BMZi EepXOfi Q.W TCMRCpaTy~ Nell- 

newff, B n~A~o~o~enu~ aA~a6aT~~~KUX YCnOBd y ~PT~Ka~bHO~ CTtXfKU. O~~~e~K~~HC 
ypamiensn mm xoHae~aHor0 TeSemiIf a pacnnane pemarorc~ c ~cno~3oBaH~eM ClpoarmixcR npri 
BOhiOIUm KOMUbEOTepa KpUBO~UH~~HbtX KOOp~HHaT, CBII3ZlHEbIX C TWOM. KpnTmeCKoe 'RiCJIO P3JWl, 

OCHOBaHHOe Ha TOJUUHHe CnOR paCll,EaBa H COOTBeTCTBylOIU~ BO3HMKHOBWEiiO KOHBeKUHW,COCTaBnKeT 

2197. thE+JIbHaR MHOI-OxSeHcTaR CTpyKTypa KOHBeKTI4BHOrO Te?eHIis CMeHReTCIt el@iHmHOfi SiYeffKOii 

6ieHapa.B npouecce 3TOrO Ue&WXOna YUCJIO &XeJIbTa y HAXH&i CTeHKB 06HapyxHBaeT CylUeCTBeHHbIe 

JlOKanbHbIe A3MeHeHHII. T‘XHO CBR3aHHbleC3BOnIOUUefi RWfCTOtiCTpyKTypbL B KOHW ItpOUeCCay OCHO- 

BWHR nOnOCTH o6pasye’rcn TfmnOBOl;Yi IIO~pWi'lHbIfi CnOk, 9TO ITpHBOnkiT K MOHOTOHHOMY yMeHbIUe- 


